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Problema A.1. Algebra

—xr+ay+2z=a

Se da el sistema de ecuaciones 2c+ay —z =2 dependiente del parametro real a.
ar —y+2z=a

Obtener razonadamente:

a) La solucion del sistema cuando a=2.

b) Los valores del parametro a para los que el sistema es compatible y determinado.

c) El valor del parametro a para el que el sistema es compatible e indeterminado y obtener
todas las soluciones del sistema para ese valor de a.

Solucion:

b) Los valores del parametro a para los que el sistema es compatible y determinado. (Se
responde primero a este apartado para facilitar la discusion global del sistema).

Un sistema es Compatible Determinado (S.C.D.) si el determinante de la matriz de coeficientes (A) es
no nulo.

Al = —1(2a — 1) —a(4 — (—a)) +2(—2 —a®) = —2a+ 1 —4a — a®* —4 — 2a® = —3a*> — 6a — 3

|A| = =3(a®* +2a+1) = —3(a+1)?

El determinante se anulasi |[A| =0 < —3(a+1)?=0 < a=—1.
Por lo tanto, el sistema es S.C.D. para cualquier valor de a excepto a = —1.

El sistema es Compatible Determinado para todo a € R\ {—1}. ‘

a) La solucion del sistema cuando a=2.

Para a=2, el sistema es S.C.D. ya que 2 # —1. El determinante es |A| = —3(2 + 1)? = —27.
Usamos la Regla de Cramer:

2 2 2 12 2 12 2
2 2 1 2 2 1 2 2 2
2 -1 2| _18 o 2 2 2 0 _, 2 —1 2| 18 2
VT Dy T or Ty YT T o T Tor T fT T ar T Do T 3

La solucién es (x,y,2) = (2/3,0,—2/3). ‘

c) El valor del parametro a para el que el sistema es compatible e indeterminado y obtener
todas las soluciones del sistema para ese valor de a.
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El sistema puede ser compatible indeterminado (S.C.1.) si a = —1. Estudiamos los rangos.
Para a = —1: |A] =0, Rg(A) < 3. Como _21 :H =3+#0,Rg(A) =2.

-1 -1 2 |-1
A = 2 -1 -1 2
-1 -1 2 | -1

La 12 y 32 fila son idénticas, por lo que el rango de A* no puede ser 3. Por tanto, Rg(A*) = 2.
Como Rg(A) = Rg(A*) =2 < 3, el sistema es S.C.I. para a = —1.

—r—y+2z=-1
2t —y—2=2
Restando (Ecl-Ec2): -3z +32=-3 = —2+4+2=-1 = z=z+1=X+1.
Sustituyendo en la 1% —(A+1)—y+22 =-1 —= -A—-1—-y+22=-1 = y= A

Resolvemos el sistema equivalente: . Sea z = \.

’Para a=-1, la solucién es (z,y,2z) = (A+ 1, A\, ),V € R.‘
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Problema A.2. Geometria

r+y—2+1=0
r+2y—z—1=0
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilitzado, las ecuaciones
correspondientes a:

Se dan el punto P(1,1,1), la recta r: yelplano w:z+y+2z=1.

a) El plano que contiene al punto P y a la recta r.

b) La recta s que pasa por el punto P y es perpendicular al plano =, la distancia del punto
P al plano y el punto de interseccion de la recta s con el plano .

c) El plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano .

Solucion:

a) El plano que contiene al punto P y a la recta r.

Para definir el plano que contiene a P y r, necesitamos un punto de r y su vector director.
De r, restando las ecs: y —2=0 = y = 2.

Sustituyendo: x +2—2+41=0 = z=2+3. Siz =0,z = 3. Punto P,(0,2,3).

El vector director de r es:

—

k
—1| = (1,0,1)
~1

—
T

==
N = S

El plano buscado, 7/, pasa por P(1,1,1) y tiene como vectores directores v, = (1,0,1) y PP, = (-1,1,2).

z—1 y—1 2-1
=] 1 0 1 |=0 = —2—-3y+2+3=0
-1 1 2

r+3y—2z—3=0.

b) La recta s que pasa por el punto P y es perpendicular al plano =, la distancia del punto
P al plano y el punto de interseccion de la recta s con el plano .

La recta s pasa por P(1,1,1) y es perpendicular a 7, por lo que su vector director es el normal del plano,
Ty =ity = (1,1,1).

s:(z,y,z)=(1,1,1)+ A(1,1,1)
La distancia de P a m:

1+414+1-1 2
d(P, ) = M -~
VIZH12412 V3
El punto de intersecciéon M se halla sustituyendo s en 7:
T+ +1+N)+14+N)=1 = 3A+3=1 = A=-2/3.

M=(1-2/3,1-2/3,1-2/3)=(1/3,1/3,1/3)

2v/3
stx—1l=y—1=2z—1, d_;/_, M= (1/3,1/3,1/3).
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c) El plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano .

El plano buscado, 7"/, pasa por P.(0,2,3) y tiene como vectores directores a #,. = (1,0,1) y al normal
de m, i, = (1,1,1).
El vector normal del plano 7’ es:

=(-1,0,1)

— O S
— =

La ecuacion del plano es —z + z + D = 0. Como pasa por P.(0, 2, 3):
—-0+3+D=0 = D=-3.

w—z+3=0.‘
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Problema A.3. Analisis

Se desea unir un punto M situado en un lado de una calle, de 6 m. de anchura, con el punto
N situado en el otro lado de la calle, 18 m. mas abajo... Se representé la calle en un sistema
cartesiano y resulté6 que M=(0,6), P=(x,0) y N=(18,0). El precio del cable MP es de 10 € /m.
El precio del cable PN es de 5 €/m. Obtener razonadamente:

a) El coste total C de los dos cables en funcién de la abscisa x del punto P, cuando 0 < z < 18.
b) El valor de x, con 0 < z < 18, para el que el coste total C es minimo.
c) El valor de dicho coste total minimo.

Solucion:

a) El coste total C de los dos cables en funcién de la abscisa x del punto P, cuando 0 < z < 18.
Distancia MP:

dap = /(2 —0)2+ (0 - 6)2 = Va2 + 36
Distancia PN:

dpny =/ (18 —2)2+(0—-0)2 =18 —z

Coste:
C(x) =10 darp +5- dpy = 10v/22 + 36 + 5(18 — z)

‘C(m) = 10\/6824-7364-90—5;1:.‘

b) El valor de x, con 0 < z < 18, para el que el coste total C es minimo.
Derivamos para optimizar:

2z 10z
10— —5=——— 5
2v/x? + 36 Va2 436
C'(x) =0 = 10z =5vV2? +36 = 2z = Va2 + 36.

402 =22 436 = 322 =36 = 22 =12 = z =12 =2V3.
2v/3 ~ 3.46 € [0, 18]. Estudiamos la monotonia:

C'()

Intervalo (0,2v/3) (2v/3,18)
Signo C'(x) - +
C(x) Decreciente N\, | Creciente *

Hay un minimo en x = 2/3.

’a,' =2V3 metros.‘

c) El valor de dicho coste total minimo.

C(2v/3) = 10v/12 + 36 + 90 — 5(2v/3) = 10v/48 + 90 — 10v/3

=10(4v/3) 4 90 — 10v/3 = 40v/3 4+ 90 — 10v/3 = 90 + 30v/3

’El coste minimo es 90 + 3013 ~ 141.96 euros. ‘
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Problema B.1. Algebra

Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

5 —4 2
a) La comprobacion de que C? =2C — 1, siendo C=| 2 -1 1 e I la matriz iden-
—4 4 -1

tidad de orden 3x3, y el calculo de la matriz C*.

b) El valor del determinante de la matriz (3A4%)(4A42)~!, sabiendo que A es una matriz
cuadrada de cuatro columnas cuyo determinante vale -1.

c) La matriz B que admite inversa y que verifica la igualdad BB=B.

Solucion:

a) La comprobacién de que C2 = 2C — I y el calculo de la matriz C*.

5 —4 2 5 —4 2 9 -8 4
c?’=12 -1 1 2 -1 1]=14 -3 2
-4 4 -1 -4 4 -1 -8 8 -3

10 -8 4 1 0 0 9 -8 4
20-I=4 -2 2]1-(010]=]4 -3 2
-8 8 -2 0 0 1 -8 8 -3

Se comprueba que C? = 2C — I.
CH=(C?)?2=02C-1)?=4C?-4C+1=42C - 1) —4C+ 1 =8C — 4 —4C + I = 4C - 31.

17 —-16 8
C*=4C - 3I = 8 -7 4
—16 16 -7

b) El valor del determinante de la matriz (3A4%)(4A42)~1... A es de orden 4, |A| = —1.

1

det((34%)(442%)71) = det(3A4%) det((44%) 1) = (34\AI4)W

1 1 81

_ _1)4 — . -
= (81(=1) )44\A|2 81 256(—1)2 256

’El determinante es 81/256. ‘

c) La matriz B que admite inversa y que verifica la igualdad BB=B.
Si B? = B y B admite inversa B~!:
B™'B2=B"'B = (B™'B)B=1 = IB=1 = B=1.

’La Unica matriz es la identidad, B=I.
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Problema B.2. Geometria

Sea T un tetraedro de vértices 0(0,0,0), A(1,1,1), B(3,0,0) y C(0,3,0). Obtener razonadamente:

a) La ecuacion del plano m que contiene a los puntos A, B y C, y las ecuaciones de la recta
h, perpendicular a 7™ que pasa por O.

b) El punto de interseccion de la altura h, y el plano .

c) El area de la cara cuyos vértices son los puntos A, By C, y el volumen del tetraedro T.

Solucion:

a) La ecuacion del plano m que contiene a los puntos A, B y C, y las ecuaciones de la recta
h, perpendicular a ™ que pasa por O..
AB =(2,-1,-1),AC = (—1,2,-1). ity = AB x AC = (3,3,3), usamos (1,1,1).
Planom: z+y+ 2+ D =0. Pasapor B:3+04+04+D=0 = D=-3. m:2+y+2—-3=0.
Recta h,: pasa por Oy ), =7, = (1,1,1). hy: (z,y,2) = A(1,1,1).

’Plano: x4+ y+ z—3 =0. Recta: w=y=z.‘

b) El punto de interseccion de la altura h, y el plano .
Sustituimos la recta x = A,y = A,z =Aenelplano: A+ A4+ A —-3=0 = 3A=3 = A =1.
El punto es (1,1,1), que es el punto A.

’El punto de interseccion es (1,1,1). ‘

c) El area de la cara cuyos vértices son los puntos A, B y C, y el volumen del tetraedro T.

. 1 -~ - 1 1
Area(ABC):§|AB><AC’|:§|(373,3)|:§\/9+9+ 2@237\/3

1

1 Lo 1
Volumen(T) = 6| det(OA,OB,0C)| = g 3
0

o
[\

1 1 1
0 0| =210 = 1) +1(9)| =z =3
3 0

us.

N

Area = — u?. Volumen =
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Problema B.3. AnAlisis

Dada la funcién f definida por f(z) = # para cualquier valor real x # 0, se pide obtener
razonadamente:

a) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion f, y los extremos relativos
de la funcién f.

b) Las asintotas de la curva y = f(x).

c) El area de la regioén plana limitada por la curva y = %, el segmento que une los puntos
(1,0) y (e,0), y las rectas x=1 y x=e.

Solucion:

a) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcion f, y los extremos relativos
de la funcién f.

fl@)=a+1/z. ,
Fa)—1-1gsr = 2

f'(x) =0 < 2 = +1. El signo de la derivada depende del numerador.

Intervalo (—o0,—1) (—1,0) (0,1) (1,00)
Signo f’(x) + - - +
f(x) Creciente / | Decreciente \, | Decreciente \, | Creciente
Maximo relativo en = —1, f(—1) = —2. Minimo relativo en =1, f(1) = 2.

’Crece: (—o0, —1) U (1,00). Decrece: (—1,0) U (0,1). Max: (-1,-2), Min: (1,2).‘

b) Las asintotas de la curva y = f(x).

A. Vertical: El denominador se anula en z = 0.

1imf(x):%:j:oo = AV.enz =0

z—0

A. Oblicua: como f(z) =z 4+ 1/z, y limy 100 (f(2) — ) = limy 100 1/2 = 0, la recta y = x es una
asintota oblicua.

’A. Vertical: « = 0. A. Oblicua: y = :1;‘

c) El area de la region plana limitada por la curva, el eje x entre 1 y e.

La region esta limitada por y = f(z), y = 0 (eje de abscisas), x =1y z = e. En el intervalo [1, €], la
funcion es positiva.
| e 1 2 €
Area = / (x 4+ —)dx = {x +1In x@
1 X 2 1
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e
El area es

unidades cuadradas.
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